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Let K be a compact subgroup of the isometry group of P”. A distribution T is 
said to be of K-positif type if it is K-invariant and if (T. v, * 6) = _)__(_ cp(.r + .r) 
o(v) dT(x) > 0 for every K-invariant V”: function cp with compact support. We 
look for an integral representation of these distributions (i.e.. an analog of the 
Bochner-Schwartz theorem). In this paper we obtain such a representation for 
distributions with growth of exponential type in the following case: K is the 
maximal compact subgroup of a semi-simple connected Lie group G with finite 
center, acting by the adjoint action on the tangent space of G/K. The main step is 
to prove that it suffices to work with distributions of W-positif type (where W is the 
Weyl group associated with G/K). This is achieved following ideas of a paper of 
S. Helgason [Adoan. in Math. 36 (1980) 2971. The end of the proof follows from 
the case where K is finite [N. Bopp, in “Analyse harmonique sur les groupes de 
Lie,” Lecture Notes in Mathematics No. 739, p. 15. Springer-Verlag. Berlin/New 
York. 1979 (. 
Si K est un sous-groupe compact du groupe O(n) des isometrics de R”, on 
dit qu’une distribution T sur R” est de type K-positif si: 
(i) Test invariante par K c’est-i-dire: pour toute fonction rp de classe 
<VW a support compact (rp E Ir‘(R”)) et pour tout element k de K on a: 
U-7 b) = G’-, cp> oil (kfp)(X) = $o(k - ‘x), 
(ii) pour toute fonction p de classe Q” a support compact, invariante 
par K: 
(T,p*@)>O, oti 4w = rp(-4. 
Nous cherchons une representation intigrale de ces distributions. Si K est 
reduit a I’identid, le theoreme de Bochner donne une telle representation. Si 
K est un groupe fini nous en avons obtenu une pour les distributions ayant 
une croissance de type exponentiel [ 11. Nous allons ici utiliser le resultat 
obtenu dans le cas d’un groupe tini pour obtenir une representation inttgrale 
des distributions de type K-positif dans le cas oti K est le sous-groupe 
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compact maximal d’un groupe de Lie G semi-simple, connexe? a centre tini 
operant sur l’espace tangent a l’espace symetrique G/K par la representation 
adjointe. 
I. INTRODUCTION ET NOTATIONS 
I. 1. Gas d’un groupefini (rappel des resultats de [I]) 
Suivant l’usage on note ]]x/] = (Cy=, x;)“’ la norme d’un element x = 
(x, , x2 ,..., x,) de R”. Pour tout multi-indice 4 = (4, ,..., q,) de N”, on dtfinit 
l’operateur differentiel D9 sur R” par: 
Soit a un nombre reel positif. On appelle .~icQ(R”) l’espace des fonctionsfde 
classe qw sur R” telles que: 
VpE N, VqE N”, sup(I + Ilxll’)” ea’lr” 1 Dgf(x)l < a~. 
La transformee de Fourier (euclidienne) d’une fonction f de 2’, est la 
fonction .i7f definie sur R” par: 
/(X, =, Ff(x) = 1 e -i’“*xlf(X) dx, 
. rF?a 
Oli (x, X) = s xix,. 
i=l 
Cette fonction se prolonge analytiquement au tube 7’=(C”) defini par: 
T,(C”) = (X=X’ + iX” E C” I X’, X” E R” et IX”1 < a}. 
On appelle Z,(C”) l’espace des fonctions v, holomorphes dans le tube T, 
telles que: 
vp E kd, vq E N”, SUP (1 + IIXII’Y’ ID9M)I < +m. XE T, 
Munis de leur famille naturelle de semi-normes, les espaces 2’, et Z, sont 
des espaces de Frechet et on a 
THBOR~ME DE PALEY-WIENER. La transformation de Fourier 5 est un 
isomorphisme d’algibres topologiques de ;L=(lR”) muni du produit de 
convolution sur Zm(Cn) muni du produit ordinaire. 
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Soit W un sowgroupefifini de O(n). 
Si X= (XElT”(3sE W tel que sX=X} oti x’+iX”=X -ix”. on a 
montrk le 
THI~OR~ME 1. Une distribution T sur respace /,(IF”) est de type FV- 
positif si et seulement si il existe une mesure o porte’e par rintersection de r’J 
et de l’adhkrence de T,, positive. tempe’re’e et invariante par W telle que: 
Vy,E.im, (T.rp) = 1’ CW do(X). 
. mFn 
De plus la mesure o est unique. 
1.2. Cas de respace tangent 
Soit G un groupe de Lie semi-simple, connexe, i centre tini et K un sous- 
groupe compact maximal de G. Soient g et f les algibres de Lie respectives 
de G et K, p le sous-espace de g orthogonal i f pour la forme de Killing B et 
8 l’involution de Cartan relative i la decomposition g = t + p. Soit a un 
sous-espace abtlien maximal de p, M’ le stabilisateur (resp. M le 
centralisateur) dans K de a et W = M’/M le groupe de Weyl associi i la 
paire (g. a). On note gar, f,. pc et ab- les complexif& des espaces 
correspondants et 0 la conjugaison de gc relativement i la forme rtelle g. 
L’espace tangent au point eK i I’espace symkrique X = G/K s’identifie i 
I’espace p. Nous allons considkrer sur p, muni de la structure euclidienne 
induite par la forme de Killing, I’action du groupe Ad(K), sous-groupe des 
transformations orthogonales de p. 
Rappelons la dt3inition de la transformation de Fourier sphkique sur p, et 
pour commencer celle des fonctions sphtriques. 
PROPOSITION. Soit G, le groupe des dbplacements de Cartan op.&rant sur 
p (G, est le produit semi-direct de K et des translations de p). La fonction iy, 
d$nie pour A E a, par: 
oti X E p et dk est la mesure de Haar sur K, 
est invariante par K et fonction propre des ope’rateurs d@!rentiels sur p 
invariants par G,. Toute fonction propre de ces op&ateurs d$Erentiels 
invariante par K est proportionnelle ti Pune des y/., . 
On a de plus: 
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DEFINITION. La transformee de Fourier sphtrique d’une fonction f 
definie sur p est (quand cela a un sens) la fonction J;f definie par: 
ou dX est la mesure euclidienne sur p. 
Si E est un espace de fonctions, on note E’ (resp. EM’) le sous-espace des 
elements de E invariants par K (resp. IV). Now allons ramener l’etude des 
distributions sur .9,(p) de type K-positif a celle des distributions sur .?,(a) 
de type IV-positif. Pour cela nous demontrerons en nous inspirant des idles 
de Helgason [ 3] que: 
TH~OR~ME 2. Le diagramme ci-dessous est commutatif et toutes les 
jl&hes sont des isomorphismes d’algsbres topologiques. 
.i E(p) A ,;“‘,“‘(a) 
4 \ iF 
.qP,) 2 -cYa,) 
ori r est la restriction ci a, d’une fonction dPfnie sur pc, et oli R est la 
transformie de Radon d’une fonction f E .9’:(p) dkjkie par: 
VHEa, W-W) = 1. f(H + 8 dt, 
-q 
oti q est rorthogonal de a dans p, 
et dC; est la mesure euclidienne sur q. 
La transformte de Fourier euclidienne .iT est un isomorphisme d’aprts le 
theortme de Paley-Wiener enonci en I. 1. Helgason a demontre que Tf = 
?- o R(f) = r o .X(f) pour toute fonction f sur p de classe 5Ym, a support 
compact et invariante par K [3, Th. 3.21. I1 est clair que ce resultat est 
toujours vrai pour f E YE(p). I1 reste done a demontrer que l’une des 
applications r ou R est un isomorphisme. 
2. DI~MONSTRATION DLJTH~OR~ME 2 
Nous allons dtmontrer que la restriction r est un isomorphisme d’algebre 
topologique de Zt(p,) sur Z,“(Q). Cette application est evidemment un 
homomorphisme continu et injectif (principe du prolongement analytique). 11 
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reste h dkmontrer qu’elle est surjective. Soit G, le groupe simplement 
connexe ayant pour algkbre de Lie gt et K, son sous-groupe analytique 
ayant pour algibre de Lie t,< . Pour hendre i p,[ une fonction dtfinie sur 0:. 
nous allons utiliser le r&hat suivant de Kostant et Rallis [S. p. 7641. 
PROPOSITION. Un e’lPment X de pc est semi-simple si et si seulement si il 
existe un Gment k de K, et H de a, tels que: 
X = Ad(k) H. 
Remarquons tout d’abord que si deux &ments de a, appartiennent ti la 
mime orbite de Kc, ils appartiennent alors i la mime orbite de W car: 
LEMME 1. Soit H un Plt!ment de a, et k un Gment de K, tels que 
Ad(k) H appartient d a,. I1 existe alors un Gment s de W tel que: 
Ad(k) H = s . H. 
Tout polyntime P sur p invariant par K est aussi invariant par K,. On a 
done: 
P(Ad(k) H) = P(H). 
Comme tout polyname p sur a invariant par W est la restriction i a d’un 
polyndme sur p invariant par K [2, p. 4301, on a pour tout polyn6mep sur a 
invariant par W: 
p&W) HI = P(H). 
Or les polynhmes invariants par W s&parent les orbites du groupe hi W, il 
existe done un &ment s de W tel que: 
Ad(k) H=s e H. 1 
Soit X un &ment semi-simple de T,(p,). Son orbite sous l’action de K, 
va couper a, 1 I’intCrieur du tube r,(a,) car: 
LEMME 2. Si H appartient ti a, et X ci Ad(K,) H, on a: 
IIX’ II > II H’ IL IIX”I/ > IIH”ll, llxll > IIHII. 
Comme la forme de Killing B est invariante par K, on a: 
Re(B(X, X)) = Re(B(H, H)), 
d’oii (IX’/I’ -JIX”(lZ=)IH’I(Z -I(H”II* pour XEAd(K,)H. 
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On en deduit que ]]X’]] > I] H’II est equivalent i ]]X”]] > IIH”IJ. C’est aussi 
equivalent a ]]X]] > IlHll t e c’est cette derniere inegalitt que nous allons 
demontrer. L’orbite Ad(K,) H est fermee car H est semi-simple [5, p. 7831. 
L’ensemble des elements X de cette orbite tels que /[Xl] < I] HII est done 
compact, et il existe un element k, de Kc tel que: 
VkE K,, II Adk,) HII < IlAW) WI. 
Si T appartient i t, I’application qui a c E IR associe I] Ad(exp(itT) k,) HII’ 
atteint son minimum en f = 0. Sa derivee en t = 0 est Cgale a 
2 Re(B([iT, Ad(k,) H], a(Ad(k,) H))). On obtient done: 
VTEf, Re(B( [Ad(k,) H, a(Ad(k,) H)], iT)) = 0. 
Comme B est non digineree sur l’espace if on a: 
[Ad(k,) H, a(Ad(k,) H)] = 0. 
Ceci implique que la partie reelle et la partie imaginaire de Ad(k,) H 
commutent. 11 existe done un sous-espace abelien maximal b de p qui les 
contient toutes deux. Comme les sous-espaces abeliens maximaux de p sont 
conjugues par K, il existe un element k, de K tel que: 
Ad(k,) b = a, 
et done tel que Ad(k, k,) H appartient a a,. On deduit du lemme 1 que: 
3s E W tel que s . H = Ad(k, k,) H. 
Ceci entraine que: 
II AW,) WI = IlAW, kJ HII = IIs . HII = llff 11. 
Le minimum de la norme sur l’orbite par K, dun element de a, est done 
atteint sur a,. I 
Soit nf(p,) (resp. 9r(ac) l’espace des fonctions rp holomorphes sur 
T,(p,) (resp. T,(a,)), invariantes par K (resp. par w) telles que: 
v p E RJ, SUP (1 + IIxll’)” la-I < +a. X-ET, 
Etape 1. Nous allons demontrer que la restriction r est une surjection de 
KXPc) sur ~~,W(ad. 
Appelons Q l’ensemble des elements reguliers, semi-simples de pc et q(X) 
le coefficient du terme de degre minimal en 2 de det (((ad(X))* - AT)],,). I1 
est dimontrt dans [5, p. 77 1 ] que Q est le complementaire des zeros du 
polynome q. 
580!44/3-7 
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Soit rp une fonction appartenant g 2i(ac). Pour XE Qn T,(p,). il existe 
k E Kc et H E ac tels que X = Ad(k) H. Posons: 
WV = rpv-0. 
Cette dbfinition a un sens car H appartient ti T,(a,c) (lemme 2). De plus si 
k, H, = k, H, =X, le lemme 1 entraine que H, et Hz sont dans la mime 
orbite de W et done que p(H,) = p(H,). Nous voulons dlmontrer que @ est 
analytique sur Q n T,(p,). Pour cela considtrons 
P= {kEK,jAd(k)H,=H,}, 
oli H, est un point rtgulier de pc. 
LEMME 3. Tout Gment k de P s’Pcrit de facon unique k = k, exp(iT) ori 
k, appartient d M et T 4 m qui est PalgPbre de Lie de M. 
Comme H, est rigulier dans a,, le centralisateur de H, dans pC est a, et le 
centralisateur de HO dans f, est m,. I1 est alors clair que P c (k E K, 1 
Ad(k) a, c a,} et que l’algkbre de Lie de P est egale i m,. Comme 
f, = f 0 if est la dtcomposition de Cartan de fc consid&e comme algkbre 
de Lie sur R,’ tout &ment k de P s’tcrit de faGon unique k = k, exp(iT) 
avec k, E K et T E f. Posons H, = H, + iH, avec Hj E a, pour j = 1. 2. On 
sait que Ad(k) Hj appartient i a,. Or ad(Hj) et ad(Ad(k) Hj) ont les mimes 
valeurs propres sur gc. Comme celles de ad(Hj) sont rbelles, celles de 
ad(Ad(k) Hi) le sont et on en dtduit que Ad(k) Hj appartient i a. 
Dimontrons que pour tout t E R, Ad(exp itT) HO = H,. On a, car u est la 
conjugaison de gs relativement i la forme rkelle g: 
a(Ad(k) Hj) = Ad(k) Hi pour j = 1, 2. 
Comme k, appartient i K on a: 
a(Ad(exp iT) Hj) = Ad(exp iT) Hj. 
Or Hj appartient i a, on a done: 
o(Ad(exp iT) Hj) = Ad(exp -iT) Hj. 
D’oti: 
Ad(exp 2iT) Hj = Hj. 
’ En gkkral f~ n’est pas une algkbre semi-simple mais seulement une algebre reductive. 
Considkons I’application u de K X it dans KC qui i (k, iT) associe k . exp(ir). En utilisant 
les d&compositions de Cartan des algkbres semi-simples [ic. fc] et gc = (f @ ip)@ (p @ it) on 
vkifie que u est bijective. 
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Comme ad(Z) est diagonalisable sur gc, appelons Ai ses valeurs propres. 
Ad(exp(irT) est alors diagonalisable avec les mimes vecteurs propres et a 
pour valeurs propres les exp(t1,). En ecrivant Hj dans la base de vecteurs 
propres on virifie que: 
Ad(exp 2iT) Hi = Hi + Ad(exp itT) Hj = Hj, VfEIP. 
On en deduit que Ad(exp itT) H, = H, pour tout t E R d’ou [T, H,,] = 0. 
Comme H, est regulier, T appartient a m, n f = m. Ceci implique que 
Ad(k,) H, = H,. Or le sous-espace RH, + RH, contient au moins un 
element rigulier de a. Ad(k,) stabilise done un element regulier de a ce qui 
implique que k, appartient a M. 1 
LEMME 4. L’application @ est analytique sur Q (7 T,(p,). 
L’application II de KC/P x a,: dans pc definie par: 
U(kP, H) = Ad(k) H 
est un diffeomorphisme au voisinage de (k,P, H,) si Ho est regulier. En effet 
l’espace tangent a KJP s’identifie a I, ou 1 est l’orthogonal de m dans t 
relativement a la forme de Killing B. La derivee de U au point (eP, H,) est 
l’application de lc 0 a, dans pc definie par: 
(7-3 HI-1 [T, Ho] + H. 
Elle est injective car, [T, H,] appartient a qc l’orthogonal de a, dans pc. 
D’ou [T, H,] + H = 0 entraine H = 0 et [T, H,] = 0. Comme H, est regulier, 
[T, H,] = 0 entraine que T appartient a m, et done que T = 0. Comme on 
sait que dim p = dim 1 + dim a [5, p. 7701, l’application U est un 
diffeomorphisme au voisinage de (eP, H,) et done au voisinage de tout point 
(k,P. H,). L’analycite de la fonction v, entraine alors l’analyciti de @ sur 
Q n T,(p,), car X = Ad(k) H appartient a Q implique que H est regulier. 1 
Montrons que la fonction @ se prolonge analytiquement a tout le tube 
T,(pc). La fonction rp appartenant a l’espace S’,“(ac) est bornee. La fonction 
@ est done bornee sur Qn T,(p,) et comme le compltmentaire de Q est 
negligeable (au sens du prolongement analytique) car c’est l’ensemble des 
zeros d’un polynome, la fonction 0 se prolonge i tout le tube [4, p. 191. 
La fonction @ est evidemment invariante par l’action de K,, tout au 
moins tant qu’on reste dans le tube; elle est en tout cas invariante par 
I’action de K (qui, elle, conserve le tube). 
LEMME 5. La fonction @ appartient ci 9;l(p,). 
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I1 suftit de dtmontrer que, pour tout entier p, (1 + (IXII’)p 1 @(X)1 est borne 
sur Qn T,(p,) qui est dense dans la tube. Or si X appartient a Q, il existe 
H E a, et k E KC tels que X = Ad(k) H. On a alors (lemme 1) 
I/F/l’ - IIX”l12 = 11 H’ll’ - /I H”II’. 
D’ou: 
llXl12 = IIX’ll’ + IJX”)l’ = 2 pq* + (&q’- IIX”l12) 
= 2 IIX”ll* + (II H’)(* - /I H”(I*). 
Pour X appartenant i Q f~ T,(p,) on a: 
(1 + IINI*Y’I@‘(x)l GPa* + IIHI12Y IcWN 
Cette quantitt reste bornee car a, appartient a .59,(ac). 1 
&ape 2. I1 reste a demontrer que la fonction @ appartient a l’espace 
Zt(pc) si la fonction rp appartient a Z,“(a,) et pour cela a etudier le compor- 
tement des derivees de @. Malheureusement celles-ci ne sont pas invariantes 
par K. Nous allons voir cependant qu’il sufftt de connaitre le comportement 
des laplaciens it&es de @ pour conclure. 
LEMME 6. On appelle A l’opPrateur A =8*/&f f .. . f a*/&f, ori 
z,,..., z, sent les coordonnies dam une base orthonormPe de pc sur 6. Si 
pour tout p > 0, Ap@ appartient ri .&‘a(pC), alors la fonction @ appartient ti 
Z,(P, ). 
Si @ appartient a .9=, sa restriction a p est a decroissance rapide et elle 
est done la transformee de Fourier (euclidienne) d’une fonction F de classe 
p”O. Nous allons montrer que les hypotheses du lemme entrainent que F 
appartient a 9, et done @ i Z,. Si L est une fonction de classe 5T’” dont la 
transformee de Fourier appartient a 3’0, on obtient en appliquant la formule 
de Cauchy et en utilisant les majorations dans le tube que: 
sup ea~~x~~ IPL(X)l < 03, VqE N”. 
XEV 
Comme Ap@ est la transformee de Fourier de la fonction llXllzp F(X), on a 
pour toutpE N et tout qER\l”: 
sup en”“’ ILY’(IJXIJzp F(X))1 < 00. 
XEV 
On en deduit aisement que F appartient a 9,. m 
LEMME 7. Si rp appartient ti Zr(a,), alors A@ appartient ci :#t(pc). 
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La fonction A@ n’est pas le prolongement K-invariant de la fonction Ap 
(ou ici A designe le laplacien sur a). On ne peut done pas appliquer direc- 
tement le resultat de l’etape 1. Nous allons utiliser le risultat suivant de 
Helgason donnant la pat-tie radiale du laplacien [3, p. 3041: pour tout H 
regulier dans a, 
A@(H) = 4(H) + s qJV-0 - ’ H,rp(H), 4EZ 
ou C est I’ensemble des racines restreintes /3, m, leur multiplicite et H, 
I’eliment de a determine par B(H, Hb) =/l(H). Si /3(H) = 0, on a 
H,rp(H) = 0 car la fonction rp est invariante par W. Comme de plus la 
fonction Ho(p appartient a Z=(a,), la fonction P-‘H,,tp se prolonge en une 
fonction holomorphe sur tout le tube et qui appartient i .%?=(a,). La fonction 
z DEE moP-‘Hop appartient done a 2’,“(a,) et comme d’autre part Ap y 
appartient aussi, la fonction A@ est le prolongement K-invariant i T,(p,) 
d’un element de s,“‘(a,). Elle appartient done a 5Pz(pc). I 
On peut evidemment dlmontrer de meme que A”@ appartient i &‘E(p,) 
pour tout entier p et on conclut g&e au lemme 6 que la restriction r est 
surjective de Zz(p,) sur Zl(a,). 
3. DISTRIBUTIONS DE TYPE K-POW-IF SUR P=(p) 
Soit T une distribution K-invariante sur Y,(p). Elle est determike de 
facon unique par la forme continue sur Y:(p) qu’elle dlfinit car: 
Vf E qm(P), (Tf)= (w-K), 
ou f”(X) = jK f(Ad(k) X) dk, et dk est la mesure de Haar sur K. 
Comme la transformee de Radon R est un isomorphisme de 5“:(p) sur 
.7,“(a), on associe i T une forme lineaire continue sur Y’,“(a) et done une 
distribution T* sur ,P=(a) invariante par W dttinie par: 
V rp E .Y,(a), u-*7 Pp> = (TV f), 
ou f est la fonction appartenant i P:(p) ditinie par: 
W-W) = P’+‘(H) =+ &” (o(W 
Comme R est un isomorphisme d’algebre de convolution et que Rf= ZJ ii 
est clair que si T est de type K-positif alors T* est de type W-positif. En 
appliquant le thtoreme 1 on obtient le 
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TH~OR~ME 3. Une distribution T sur respace .i,(p) est de type K-positij 
si et seulement si ii existe une mesure o sur Hn T,(a,J. positive, tempPrPe 
telle que: 
Si on la suppose invariante par W, la mesure o est unique. 
En effet le theoreme 1 implique I’existence d’une unique mesure u verifiant 
les proprietes ci-dessus telle que: 
La definition de r* entraine: 
Vf E .&(P), (T, f) = (T*, Rf”). 
Or .F(RfK) =.<f K =.<J; d’ou le resultat. II est clair que I’invariance de (T 
par W n’est pas une condition necessaire car la transformee de Fourier 
spherique d’une fonction est invariante par W. 
On peut en utilisant la meme methode que dans [ 1, (Th. 4.71 dtmontrer le 
COROLLAIRE. Une fonction continue f sur p, appartenant au dual de 
,2,(p) est de type K-positif si et seulement si il existe une mesure o positive, 
bornbe sur I Hn T,(Q) telle que: 
VXEP. f(X)= 1‘ v-,(X> MA). 
. h-T* 
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